RRC I ROK FIZYKI I ASTRONOMII
LISTA 1

1. Niech n € N i m € Z. Symbol n|m oznacza, ze liczba n jest dzielnikiem
liczby m. Wykaz, ze 2|(n?> — n) i 3|(n® — n) dla dowolnej liczby naturalnej
n. Czy prawdziwe jest stwierdzenie, ze dla dowolnych liczb naturalnych £ i
n zachodzi k|(n® — n)?

2. Wykaz, ze pierwiastek z dowolnej liczby pierwszej jest liczba niewymierna.
3. Wykaz, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.

4. Metoda indukcji wykaz, ze Vn € N

n(n+1)(2n+1)
6

5. Metoda indukcji udowodnij, ze jesli liczby ar > —1, k = 1,2,....,n, maja
ten sam znak, to

124+ 22 4. +n? =

(14+a)(14a)...(l+a,) >214+a+as+..+a,

Jest to uogdlnienie nieréwnosci Bernoulliego.
6. Metodg indukcji udowodnij, ze jesli aq, ao, ..., a, sa liczbami rzeczywistymi
dodatnimi takimi, ze ay -as - ...-a, = 1,to a; +as + ... + a, > n.

7. Niech zq, 2, ...,z, to liczby rzeczywiste dodatnie. Definiujemy $rednig
arytmetyczng A, geometryczna G, i harmoniczng H,, wzorami
;+m+;>

-1
T+ ... +x,

A, = ——m G, = Yr1..22,, H, = (

n n

Wykaz, ze H,, < G, < A,,.

Wskazowka: skorzystaj z zad. 6.

8. Samochod przejechal trase z miejscowosci A do B z szybkoscia vy, a droge
powrotna z szybkoscia vo. Wykaz, ze Srednia szybko$¢ samochodu jest Sred-
nig harmoniczng szybkosci vy 1 vs.

9. Samochod jechat przez okre$long chwile czasu t z szybkoscig vy, a na-
stepnie przez taka samg chwile z szybkoscig vo. Wykaz, ze Srednia szybko$é
samochodu jest srednig arytmetyczng szybkosci vy i vs.

10. Nie obliczajac wartosci wyrazen opus¢ znak moduthu:

a) V3 — V5 b)|3 = V2 — V3

1



11. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b i ¢ zachodzi nieréwnos¢

Va2 + b2 — Va2 + 2 < |b—¢

Wywnioskuj stad, ze | |b| — ||| < |b—¢|.
12. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b i ¢ zachodzi
nieré6wnos¢

be ac ab

— 4+ — + —>a+b+c
a b c

13. Niech A, B to niepuste zbiory liczbowe. Wykaz, ze
sup(A U B) = max{sup 4, sup B}

14. Wyznacz kresy nastepujacych zbioréw liczbowych:
_ ((4D?
a) A={ : n €N},

b) B = {%2: m,n € N;m < 2n},

)" C={n—[yn]: neN}

d)D={z=z+1: zeR}

15.* Niech z to liczba niewymierna. Definiujemy zbiér A = {n+mx : n,m €
Z}. Wykaz, ze zbiér A jest gesty w R.

Uwaga. Zadania oznaczone gwiazdka sa nieobowigzkowe.

Robert Olkiewicz



