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Fale akustyczne i grawitacyjne propagujq si¢ w kierunku
radialnym tylko w okreslonych obszarach.

Pulsacje nieradialne sg falami stojacymi, ktore tworza
si¢ przez odbicie od granic obszaru propagacji.

Don Kurtz




ANALIZA LOKALNA

Zakladamy @’=(0 i wprowadzamy nowe zmienne
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Zakladamy, ze wspolczynniki tych rownan
sq stale na krotkiej skali odleglosci r !

Wowczas dostaniem
E(r), fi(r) o« exp(ik,r)

(w? — S7)(w* — N?)
w2c?

kZ =

P

relacja dyspersyjna - zwiazek miedzy liczba
falowa i czestotliwoscia




stojace fale akustyczne || stojace fale grawitacyjne

\ .

Dla @*>S,?, N’ lub @*<S,/?, N — Kk, jest rzeczywiste i k.2>0
i fala moze si¢ propagowac w kierunku radialnym.

DlaS,?> w?>N?lub S,2< ®*<N‘— k, jest urojone i k<0
i fala jest ttumiona (znoszona).



Uwzgledniajac wyrazenie na horyzontalna liczb¢ falowa
Kk, 2=£(£+1)] r>= S 7?/c?

Rownanie dyspersyjne przepisujemy w postaci

® 4~ (N2 + k2c2)e 2+ N2k, 2c2 =0

gdzie
k2 = k 2+k, 2

powyzsza zalezno$¢ na plaszczyznie (k.?,® ?)



Dla k,’#0 mamy dwie hiperbole.

Dla k=0 mamy o 2= N?i o ? = k,?c? (linie asymptotyczne ).
Unno et al. 1989



®’ =C?|K|?> - mody p (plaska fala dzwiekowa)

o’ = Nk, ?/k? - mody g (wewnetrzne fale wyporno$ciowe)

®° = goK;, - mody f (powierzchniowe fale wypornosciowe, divé=0)



Nieradialne oscylacje maja charakter dualny, ktory
zalezy od czestotliwosci i horyzontalnej liczby falowe;j.

czestotliwosci modow akustycznych rosna

k. zwieksza sie

h

czestotliwosci modow grawitacyjnych maleja






DIAGRAMY PROPAGACJI DLAPOLITROPY n=3i /=2

Unno et al. 1989



Zachowanie S, malo si¢ zmienia od gwiazdy do gwiazdy.

Dla wi¢kszych £, Krzywa S,” przesuwa si¢ w gore:
S,.1°1S=(£+2)/4

Zachowanie N? jest bardzo czule na zmiany ewolucyjne.



Dla gazu doskonalego mamy

Jesli mamy dodatkowo cisnienie promieniowanie, to

g°p[4-38

P
N? ~ ? 3 (Vad — V) + V,u , A= ;ﬂsa D = Pgas + Prad

V, - gradient skladu chemicznego
L - Sredni ci¢zar czasteczkowy



NIESTABILNOSC KONWEKTYWNA
V>V _4- kryterium Schwarzschilda

N2<0 - kryterium Ledoux

dla V=0 kryteria te s3 rownowazne

Konwekcja i V|, znacznie modyfikujg NZ.




dla modelu ZAMS oraz zmiany ewolucyjne
sq inne dla gwiazd masywnych (M > 1.3 M)
| malomasywnych (M < 1.3 Mg).



MASYWNA GWIAZDA CIAGU GEOWNEGO

M=10 Mg, ZAMS (X=0.7), £=2 (typ B Cep)

Unno et al. 1989



Funkcje wlasne przesuniecia radialnego dla /=2

Unno et al. 1989



Rozklad obfitosci wodoru we wnetrzu gwiazdy
0 masie M=10 Mg na réznych etapach ewolucji

Unno et al. 1989






M=10 M, X_=0.48

Unno et al. 1989



M=10 M, X_=0.07

Unno et al. 1989
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Ewolucja ¢ na MS dla gwiazdy o masie M=12 Mg
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Mody radialne: o=const, bo P\p=const

Mody nieradialne:

1) Zjawisko ,,avoided crossing” (unikanie ,,przeciec”) -
efekt oddzialywania mi¢dzy modami, dwa mody nie
moga miec tej samej czestotliwosci.

2) przelaczanie modow — podczas ,,avoided crossing”
charakter dwoch modow jest wymieniany



M=1.8 Mg, X=0.05 (typ & Sct)

8 Scuti star

Linie poziome — obszar modo6w niestabilnych

W. DziembowskKi



Ewolucja ¢ na MS dla gwiazdy o masie M=1.8 Mg

¢=0
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W. DziembowskKi



Ewolucja ¢ na MS dla gwiazdy o masie M=1.8 Mg

¢=1
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W. Dziembowski



Ewolucja ¢ na MS dla gwiazdy o masie M=1.8 Mg
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W. DziembowsKki



MALOMASYWNA GWIAZDA CIAGU GEOWNEGO

Model M=1 Mg na ZAMS (#1) i dwoch bardziej
zaawansowanych etapach ewolucji (#2 1 #3)
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Unno et al. 1989



Rozklad obfitosci wodoru we wnetrzu gwiazdy
0 masie M=1 Mg na réznych etapach ewolucji

Unno et al. 1989






Diagram propagacji dla modelu Stonca
Z uwydatnieniem warstw atmosferycznych
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Unno et al. 1989



Diagram propagacji dla obecnego modelu Stonca.
Obszary pulapkowania: mod p - /=20, v=2000 pHz, mod g - v=100uHz

J. Christensen-Dalsgaard



Diagram propagacji dla obecnego modelu Stonca

Linie poziome — zakres modow z dokladnie
wyznaczonymi czestotliwosciami

W. DziembowsKki



OLBRZYIM

Model olbrzyma o masie M=5 M
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Unno et al. 1989



NADOLBRZYM

Model nadolbrzyma o masie M=16 Mg

16.0 M
logT =4343
logL/L = 4.705
Y. =0.985

== logL?

_______ log L2




BIALY KARZEL

Model bialego karla o masie M=1 M, logL/L 5 =-4.2, logT «=3.83
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Unno et al. 1989



BIALY KARZEL

3.0

0. . . . . -10. —-12. —14.
centrum log q = log (1-M(r)/M.)
kropki - polozenie wezlow radialnej funkcji wlasnej
Fontaine i in. 2013




BIALY KARZEL
model bialego karla DAV M=1.1 M,
uwzgledniajacy stratyfikacje chemiczng i krystalizacje
) H/He

In [r/ip (cm= dyn')]

Ilos¢ skrystalizowanej masy
Winget & Kepler 2008



Porownanie diagramu propagacji dla bialych karlow
roznych typow i Stonca
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G. Fontaine, P. Brassard 2008



OPIS ASYMPTOTYCZNY

Bardziej kompletny opis uzyskujemy badajac
asymptotyczne wlasciwosci rownan pulsacyjnych

9 1 .. =2
VU = c“pzdivé

rownania oscylacyjne przyblizamy przez

d>

dr?

= —K(r)¥

dlnp -
dr

. - czestotliwos¢ obciecia, dla ® <m, fala zanika



Zachowanie &, zalezy lokalnie od znaku K(r).
Rozwigzania maja postac:
g ~cos (] K¥2dr+¢g) dlaK >0
£ ~exp (d |K[¥2dr) dlaK <0
czyli
K>0=E&, jestoscylujacq funkcjar

K < 0 = rozwiazanie jest eksponencjalnie
rosnaca lub malejaca funkcja r

K =0 = punkty odbicia (zwrotne)



Zachowanie modu oscylacji jest kontrolowane
przez trzy czestotliwosci charakterystyczne:

S£1 1 (Dc



Czestotliwosci charakterystyczne dla modelu Slonca:

127 (linia ciagla), S, (linia przerywana), /2w (linia kropkowana),
dla /=1, 10, 50, 100 1 500. Linie poziome — obszary pulapkowania
dla modu p (3000nHz) 0 £=10 i modu g (100uHz).

0.998 1.000
/R

1.0

J. Christensen-Dalsgaard, W. Dziembowski



mody p (@ >> ,m.)-w wyrazeniu na
K(r) (=k,?) mozemy zaniedbaé¢ N i o,

Blisko powierzchni, S, << ®, a zewnetrzny punkt
odbicia, r=R;, jest wyznaczony przez o = o,




mody g (@< ) - w ogolnosci ® ? <<S,

Zachowanie modow g jest calkowicie
kontrolowane przez czestotliwos¢ wyporu.

Punkty odbicia znajduja sie w miejscach gdzie o =




ASYMPTOTYCZNE RELACJE DYSPERSYJNE

Z. rownania

mozemy otrzymac przyblizone wyrazenie
na czestotliwosci wlasne



ASYMPTOTYCZNE RELACJE DYSPERSYJNE

Z. analizy JWKB pokazuje si¢, ze mody oscylacji,
zarowno p jaki g, spelniaja relacje

gdziery i r,sa kolejnymi zerami K(r) i K(r)>0 miedzy nimi.



Analiza JWKB bada zachowanie fal blisko punktow odbicia.

Zal. rozwiazanie zmienia si¢ szybko w porownaniu z K(r)

Rownanie na poprzednim slajdzie wyznacza bezposrednio
czestotliwos¢ modow ztapanych pomiedzy punktamir, 1 r,



mody p

Dla wysokich czestotliwo$ci mozemy zalozy¢ |N“/w?| <<1.
Ponadto o./®m <<1 poza gornym punktem odbicia.

R 2 1/2
wf [1 _ 2l ] dr ~ 7[n + a(w)]

. w2 c




Prawo Duvall’a (1962)

Jeden z najwazniejszych wynikow teorii asymptotycznej,
wykryte na podstawie analizy czestotliwosci stlonecznych.



Dla modo6w o niskich stopniach harmonika sferycznego, /,

_ (n+ L/24+ a)r
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Dla modéw o niskich ¢, L zastepujemy przez £ +1/2

duze odstepy




czestotliwosci modow p sa rownoodstepne




AV=V,1,-V,, - duze odstepy
Ponadto mody o takich samych wartosciach n+//2 spelniaja
Vn,f ~ Vn-1,£+2
OV, 4 ® Vig = Vi gep - Male odstepy
Te dwie cechy obserwujemy w widmie oscylacji Stonca.

Odchylenia od tych rownosci maja bardzo duze
znaczenie diagnostyczne.



z analizy JWKB rownan oscylacyjnych pokazuje sie, ze

Av_ (R dedr

Unl — VUn—1,42 = —(4! + 6)471'21»‘ A

Wielkos¢ ta daje informacj¢ o strukturze jadra.

ov, , maleje, gdy gwiazda ewoluuje



Av - Informacja o masie gwiazdy

ov - miara wieku gwiazdy
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-

<dv,,>= (44+6)D,

J. Christensen-Dalsgaard



mody ¢

Asymptotyczne zaleznoSci znajdujemy przyjmujac @’ << S,

Zakladamy, ze = ma pojedyncze maksimum, czyli dla danej
czestotliwosci dwa punkty odbicia s3 jednoznacznie okreslone.

O < I\Imax

dla danego n, ® > N, gdy £—o0



Dla modéw g o wysokich n i niskich ¢, ®? << N7
prawie w calym przedziale [r,,I,]. Mozna pokazacd, ze




okresy takich modow o danym / sa rownoodstepne
Hn'Hn_lznolL

zastosowanie dla bialych karlow — miara masy




mody f

p=const, p’=
divé=0 = 6p=0= ép =0

frOCeXp(khl’)
o’ ~ gk, - powierzchniowe fale grawitacyjne

k. =[£(0+1)]Y2R = @2 ~L(GM/R?)

czyli czestotliwosci takich fal skaluja si¢ jak o
dlatego zalezq tylko od Sredniej gestosci gwiazdy




BIALY KARZEL

model bialego karla uwzgledniajacy stratyfikacj¢ chemiczng

—log(1—M_/M,)

p-modes

g-modes

centre surface




