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Analiza zaburzen liniowych
Z.aleznosci czasowe 1 katowe
liniowe rownania nieadiabatyczne
Przyblizenie adiabatyczne

liniowe rownania adiabatyczne



Pulsacje o malych amplitudach
male zaburzenia wokol stanu rownowagowego

p(r,t) = po(r)+ p’(r,t)
p(r,t) = py(re)+dp(r,t)

E=0r=r-r,
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w zmiennych Eulera
dp'

scalkowane po czasie
p +div (pgdr) =0

w zmiennych Lagrange’a
0p + podiv (07r) = 0
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zaburzenie potencjalu spelnia zaburzone rownanie Poissona

V2 = 4Gy’

ktorego rozwiazaniem jest




korzystajac z nastepujacej wlasnosci
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Z.aburzenie strumienia promienistego:
F'=-K,VT'- K'VT,



Zakladamy symetrie¢ sferyczng i czasowq niezaleznos¢
dla modelu rownowagowego. Wowczas rozwiazanie mozemy

rozdzieli¢ w czasie oraz we wspolrzednych katowych
P’16,9)=p’(r) f(6,¢) exp(-iwn)
f(6,@ ) — funkcja opisujaca zaleznosci katowe, ktora wyznaczymy
p’(r) - amplituda zmian danej wielkosci fizycznej

zaleznoS¢ czasowg zakladamy w postaci exp(-iwr)



Wowczas rownanie ma postac

Pw*E =Vp’+ pV®’ + p’ VO

i ma charakter liniowego zagadnienia na wartosci

wlasne do wartoSci wlasnej w”.

Prawa strona - liniowy operator , L(§ ).
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f(6p)=



Czyli zmienne zapisujemy w postaci

E.(r,6,p0)=E(r) Y,"(6,@) exp(-iax)
p’(r6,00)=p’(r) Y, (6,¢) exp(-iax)
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En ‘g‘h- srednie przesuni¢cie radialne i horyzontalne

- horyzontalna skladowa

skladowa tangencjalna liczby falowej w lokalnym
przyblizeniu oscylacji jako fali plaskiej, k;,




propagacja fali dzwiekowe]j

kropkowane kolka- wewnetrzne punkty odbicia



rownania pulsacyjne przeksztalcamy do nastepujacej postaci

(wielkosci rownowagowe sg bez indeksow!)

lc_dlnp_+
Tl > ()I

p— (w

18 [ .00 . o
L (7‘2(_I ) + V2P — —LTG/)( b

r2 Or or pl'y

)T’ )T
(Y i el F; =
or or

— (r*F') + Vi(KT")

D yp
”_ri)




Majac separacje zmiennych rownania pulsacyjne
redukujg sie do zwyczajnych rownan rozniczkowych

na funkcje amplitudy danych wielkosci fizycznych.



Zakladajac perturbacje &, p’, T’, 60, @’, F,.’ w postaci

p’(r6,¢)=p’(r) Y,"(6,@) exp(-imn)

dostaniemy -



-otrzymamy rownania na p’(r), ...
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Rownania te sg podstawowymi rownaniami dla
liniowych nieradialnych pulsacji nieadiabatycznych

z szeScioma zmiennymi: &, p’, T’, 60, @’, F,’.



Rownanie te wraz z warunkami brzegowymi
pozwalaja na znalezienie wszystkich wartosci
wlasnych i odpowiadajacych im funkcji wlasnych.

Rzad azymutalny, m, nie wystepuje w rownaniach

pulsacyjnych. Zaniedbanie rotacji, pola magnetycznego etc.

prowadzi do krotnej degeneracji czestotliwosci, w?,
i radialnych funkcji wlasnych.



dla r=0 wspolczynniki w rownaniach pulsacyjnych zachowuja si¢
nastepujaco: g~0, p~const , c¢>~const , S,2 ~1/r2, N*~0, N?/g~0







W wielu przypadkach wyraz grzania d0Q/dt mozemy zaniedbac.

Takie przyblizenie znacznie upraszcza zagadnienie.

Aby uzasadni¢ jego uzycie rozwazmy:
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Zakladajac, ze T dominuje w rownaniu dyfuzyjnym dostaniemy




- przyblizenie adiabatyczne jest dobre

Dla przyblizenia adiabatycznego mamy

dép T'ip ()6,0

calkujac po czasie dostaniem

op = —

w formalizmie Eulera mamy

p 4+ 6r-Vp =
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Znacznie upraszcza rownania pulsacyjne.

Z.alozenie: wklad do zmian @ z jednej czesci gwiazdy jest prawie

calkowicie znoszony przez wklady z innych czesci gwiazdy.

Ogolnie przyblizenie Cowlinga jest dobre
dla /=2, oraz wysokich owertonow (duze n),

oraz wszedzie tam gdzie U=4mp r’>/M, jest male.






Dziembowski (1977, AcA 21, 289) podal bardzo uzyteczng postaé

rownan pulsacyjnych wprowadzajac bezwymiarowe zmienne.
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Zmienne te maja wielkosci, dlatego nie tracimy

znaczaco na dokladnosci w obliczeniach numerycznych.

Sformulowanie to pozwala na bezposrednie porownanie
wlasnosci pulsacyjnych gwiazd o znacznie roznych

parametrach gwiazdowych , np. biale karly a olbrzymy.



po wstawieniu zmiennych bezwymiarowych do wczesniej
poznanych rownan pulsacyjnych otrzymamy:
0+ 1)
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Do znalezienia czestotliwosci wiasnych modow oscylacji
dla realistyczych modeli gwiazdowych musimy zna¢ :
G, V, A, U, I;,w funkcji odleglosci od centrum x=r/R

oraz Srednig gestosc , <p>.
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rx~1,C=3V>>1A>1iU << 1.

jesli p(R) =0
Yy — Yo +1y3 =0

jesli p( R) ma skonczona wartosé

b(¢ ‘_ 42 [’:j(‘.'[’i]_!._l.‘) — (¢ —1
———— | — Y2+ Y3 1+M‘— =0







Dla /=0 pierwsze rownanie pulsacyjne redukuje si¢ do




calkujemy zakladajac, ze d®’/dr nie jest osobliwe dla r=0

Podstawiamy te zwigzki do drugiego rownania pulsacyjnego

i korzystamy z relacji dla stanu rownowagowego




otrzymujemy rownanie rozniczkowe

na adiabatyczne pulsacje radialne
LAWE - Linear Adiabatic Wave Equation

Rownanie to z warunkami brzegowymi, §,=0 dla r =0 oraz
Op =0 dla r=R, jest zagadnieniem typu Sturma—Liouville’a

na warto$ci wlasne w?, ze wszystkim konsekwencjami (Wyklad 2).



W przypadku radialnych pulsacji adiabatycznych
zlinearyzowane rownania mozemy zapisac jako

, €0 wraz z warunkami brzegowymi
stanowi zagadnienie typu Sturma-Liouville’a.

- operator liniowy, w ktorym funkcje skalarne,
wystepujace jako wspolczynniki, sa niezalezne
odt, 0 iaq.



W zagadnieniu typu S-L spelnione sgq twierdzenia:

1. Istnieje nieskonczona liczba warto$ci wlasnych w 2.

2. ®,% s3 rzeczywiste i mozna je uporzadkowac nastepujaco:

3. Funkcja wlasna y, zwigzana z najnizsza czestotliwos$cia , w,?,
nie posiada wezlow w przedziale 0<r<R (mod fundamentalny).
Dla n>0 funkcja wlasna y, ma n wezlow (n-ty overton).

4. Znormalizowane funkcje wlasne y_ tworzg uklad
zupelny i spelniaja relacje ortonormalnosci.






W przyblizeniu Cowlinga (®’=0) mamy dwa rownania,
w ktérych sa wyrazy proporcjonalne do w?i 1/w?

Dla przypadkow asymptotycznych, w?— i ®?—0,
zagadnienie L[E ]=0 z warunkami brzegowymi
staje sie zagadnieniem Sturma—Liouville’a.



Bezwymiarowa czestotliwos¢ w funkeji ¢ dla politropy n=3

Dla danego n czestotliwosc jest wyzsza dla wyzszych wartosci /.
Unno et al. 1989



Funkcje wlasne przesuniecia radialnego dla / =2,

dla politropy n=3, w funkcji odleglosci od centrum.

Unno et al. 1989



OPERATOR OSCYLACJI ADIABATYCZNYCH

Pamie¢tamy, ze rownanie ruchu ma postac

PW*E =Vp’+ pV®’ + p’ VO

25—
pw’E=L(§)
Zagadnienie na rzeczywiste warto$ci wlasne w,’

i odpowiadajace im wektory wlasne ;.

Jesli w, > >0 to rozwiazanie opisuje mod oscylacji.



OPERATOR OSCYLACJI ADIABATYCZNYCH

L - operator hermitowski (liniowy, rzeczywisty, symetryczny)

Wektory odpowiadajace roznym wartosciom wlasnym sa ortogonalne

I, — moment bezwladnosci modu ( inercja)
I, male — mody ciSnieniowe

I, duze — mody grawitacyjne



ZASADA WARIACYJNA
S. Chandrasekhar (1964)

Poniewaz operator nieradialnych oscylacji adiabatycznych

jest symetryczny w? spelnia zasade wariacyjna




Rozwazmy model statyczny nieco rozniacy sie od
zadanego p=p. + Ap, L=L_+ AL. Szukamy Aw .

[ € [ALE) — w?Apt.|dw

Aw =

Czyli do wyliczenia poprawki do w nie trzeba

wylicza¢ poprawek do wektorow wiasnych.



Czasami zapisujemy w postaci

[, 0r* - 6 F(0r)pdV

~ ‘)
0w =

[, |8r[2pdV

Czyli efekt zaburzenia F na czestotliwosci liczymy

uzywajac niezaburzonych funkcji wlasnych.



wzor ten pozwala na wyznaczenie poprawek

do czestotliwoscii parametrow budowy

np. dla Slonca w(c?,p) i wyznaczamy

mod ]/C

— [/)'!'E}(") /)mod( )‘/P( )



