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W gwiezdzie sferycznie symetrycznej czestotliwosci oscylacji
sq niezalezne od azymutalnego rzedu, m ( degeneracja 2(+1).

Odejscie od symetrii sferycznej powoduje,
ze czestotliwosci sa rozszczepiane wedlug

Najwazniejszg tego przyczyna,
i najbardziej oczywista, jest



Geometria rozszczepienia rotacyjnego, w gwiezdzie
rotujacej z predkoscia katowa Q. Punkt P ma dlugosé
astrograficzng ¢’ w ukladzie rotujacym z gwiazda
oraz dlugos¢ ¢=¢’+ Qt w ukladzie nieruchomym.




Z.aleznosc¢ czasowa w ukladzie wspolrotujacym:
cos(m ¢’ - w,t)
W, — czestotliwos¢ oscylacji w ukladzie wspolrotujacym

'= - Qt

cos(m¢ - m Qt - w,t)= cos(m¢ - w,,t)

®,,= W+ me2

czyli odstep w czestotliwosciach
jest rowny predkosci katowe rotacji



Ten prosty opis dotyczy najwazniejszego
efektu rotacji, tak zwanej adwekcji .

Zakladamy w nim sztywna rotacje¢ oraz zaniedbujemy
efekty sily Coriolisa i sily odsrodkowej.



Zaniedbujemy sile odsrodkowq oraz inne
efekty drugiego i wyzszych rzedow w Q.
W szczegolnosci zaniedbujemy efekty dystorsji.

Odpowiednio zmodyfikowane rownanie ruchu
w ukladzie inercjalnym ma posta¢é
/

1 i
wir = =Vp' — g’ — p—g + 2mwQér — 20w X or ,
p p

Efekt rotacji rzedu O(Q2) Efekt sily Coriolisa
pochodzacy od adwekcji



Czlony pochodzace od rotacji dostajemy przez
odpowiednia modyfikacje operatora sily w rownaniu

wér = F(ér) ,

Efekt zmiany w cze¢stotliwosciach oscylacji
mozemy policzy¢ z zasady wariacyjnej

5,2 _ Jv8r” - 6F(ér)pdV
R S S L M

Iy |or|2pdV



Wynik zapisujemy w postaci

R pm
Wrplm = Wrlo T M / / Koim ( r, 9) () ( r, 0) rdrdd
0 0

rotacyjne jadro calki, K , , mozemy policzy¢
z funkcji wlasnych dla modelu nierotujacego

Poniewaz:

2
I<nlm < m

to ;- W, jestnieparzysta funkcja m:
0 Opjm = -0 Onim



Ogolne wyrazenie na K, jest dos¢ skomplikowane.
Znaczne uproszczenie otrzymujemy zakladajac

Q=0(r)

Odpowiadajace temu przypadkowi jadro calki nie
zalezy od m, czyli rownanie na w,, przewiduje
jednorodne rozszczepienie rotacyjne.



Wynik zapisujemy zazwyczaj w postaci:

R
OWnim = Wnlm — Wnlo = MG / K, (r)Q(r)dr,
Jo

- (€2 + & — 207660 — L7260) 1%
Anl = B

/ (ff + 5121 — QL_QET.fh — L_Qfﬁ) ?"Zpd*r
0

L°=¢ (¢+1)
ﬁnl =1- Cnl

R, —
/0 (E}Z + fﬁ — 2L 1&,&1 . 2Eﬁ) 'T‘zpdfr
gy =20 ~ 0000000 .

/O'B (ff ¢ fﬁ) 'rQPd‘T‘



ﬁnl =1 - Cnl

C,,— stala Ledoux, zalezy od modu pulsacji
i parametrow modelu gwiazdy

R
Cnl =1-— ‘Bnl — fO (

26,.&n + &) ripdr
JoE(€2 + L2€2) r2pdr




Jadra catki, K, dla obecnego modelu Stonca.
Panel a) - mod (=1, n=22, v=3239uHz
Panel b) — mody (=1, n=22, v=3239uHz

(=20, n=17, v=3375uHz
(=60, n=10, v=3234uHz
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Jadro calki jest zdefiniowane tak, ze /K, (r)dr=1.
Czyli dla sztywnej rotacji, 2 )= = f(r), otrzymujemy

6wnlm —m (1 - Cnl) Qs

W tym przypadku efekt rotacji jest calkowicie
scharakteryzowany przez stala Ledoux, C,,.



Dla modow p wysokiego rzedu lub wysokiego
stopnia czlony §°i §,° dominujg i 8,~1, czyli C,~0.

Rozszczepienie rotacyjne jest w przyblizeniu
dane przez predkos¢ katowa rotacji, 2.

Fizycznie, zaniedbane czlony w rownaniu na
wynikaja z efektow sily Coriolisa.
Czyli rotacyjne rozszczepienie modow
jest zdominowane przez adwekcje.



W przypadku modow wysokich rzedow
mozemy zaniedba¢ &, , czyli

B, ~I—1/12, C

n

lgllz

Rozszczepienia rotacyjne modow
sq mniejsze niz dla modow p.

Np. rozszczepienie rotacyjne modow g wysokich rzedow
o {=1 wynosi tylko polowe predkosci katowej rotacji.



Efekty umiarkowanej rotacji

Przyblizenie powolnej rotacji jest dostateczne dla
wolnorotujacych gwiazd, np. Slonca. Jednak
w wiekszosci przypadkow jest ono niewystarczajace.

Soufi, Goupil, Dziembowski, 1998, A& A 334, 911
rozwineli formalizm perturbacyjny poprawny do O(¢¥).
Formalizm ten jest dla dowolnej rotacji 2=(r).

Efekty rotacji drugiego rzedu:
Chlebowski, 1978, AcA 28, 441
Saio, 1981, ApJ 244, 299
Gough & Thompson, 1990, MNRAS 242, 25
Dziembowski & Goode, 1992, ApJ 294, 670



Efekty rotacji na strukture gwiazdy

Musimy uwzglednic efekty sily odsrodkowej

fon = szaw

w - odleglosc od osi rotacji, a, - wektor jednostkowy

We wspolrzednych sferycznych mamy
0?2

foen = = sin @(sin fa, + cosfay) = 3 2ra, — V[r’Py(cos 0)]}



Krotkie wyjasnienie

Vp=—pVo+ pF

przyspieszenie
odsrodkowe

Wektor jednostkowy we
wspolrzednych walcowych

Przyspieszenie odsrodkowe mozemy wrazi€ przez Py(cos0) i P,(cos 0)

(]P)

Fo(r) [L = Pa(cos6)] e, + Fo(r) Gt e




Z.akladamy rotacje jednorodna
Ostatnie rownanie dzieli sil¢ odsrodkowa na dwie skladowe:

i Pierwsza powoduje zmiany struktury gwiazdy
w Kierunku radialnym

i Druga powoduje odksztalcenie od sferycznosci
opisane przez wielomiany Legendre’a P,(cos0).

Podobna separacja jest stluszna takze dla rotacji niejednorodnej



Poniewaz wymagamy dokladnos$¢é do O(R2°), mozemy
traktowac sile odsrodkowa jako male zaburzenie.
W tym przypadku mala wielkoscia jest

)2

Nierownos¢ ta gwarantuje, ze w kazdym miejscu wewnatrz gwiazdy
sita odsrodkowa jest duzo mniejsza niz sila grawitacji.
Dlatego mozemy linearyzowac¢ rownania struktury gwiazdowej
wokol rownowagowego modelu sferycznie symetrycznego.



Z przyjeta dokladnoscia, dowolng wielkos¢ fizyczna,
np. ciSnienie, mozemy zapisa¢ w postaci

P = po(r) + €[po(r) 4 pa(r) Pa(cos )]

Tak zapisane wielkosci wstawiamy do zmodyfikowanego rownania
rownowagi hydrostatycznej, a nastepnie wydzielamy wyrazy
niezalezne od 0 i te proporcjonalne do P,.



Jesli zalozymy, ze rotacja jest jednorodna, to efekty rotacji
w Srednim, sferycznie symetrycznym modelu uwzgledniamy
poprzez modyfikacje rownania rownowagi hydrostatycznej:

Czyli sferycznie symetryczna skladowa perturbacji zwigzanych
z sila odsrodkowa jest zawarta w Sredniej strukturze modelu.

Perturbacje te powoduja zmiany
w czestotliwosciach modow normalnych.




Efekty rotacji na czestotliwosci wlasne i funkcje wlasne

Poprawki do w spowodowane sila Coriolisa i nieradialng
skladowg sily odsrodkowej mozemy oszacowac korzystajac
z zasady wariacyjnej.



Operator F zapisujemyw postaci

F =Fo+eFao,
gdzie

Fo = .7:'0,0 — 21w ) X Or

F,, zawiera sferycznie symetryczna skladowa
zaburzenia spowodowanego silg odsSrodkowa

F, zawiera dodatkowo efekty sily Coriolisa.

eF, operator zaburzen opisujacy znieksztalcenia
spowodowanego silg odsrodkowaq.
Jest proporcjonalny do P, i dP,/d6.



Wektor przesuniecia, or, musi teraz zawieraé dodatkowe
czlony, poniewaz sila Coriolisa dzialajaca na przesunie¢cia
poloidalne generuje skladowe toroidalne:

or = 6rp + Or

Postaé¢ or, zostala podana na poprzednich wykladach,
natomiast Or, wyraza si¢ wzorem

6rt. — \/E‘ft(])% [( 1 ()}5 / ay ()}l II aqb) exp(—iwt)]

L sinfl d¢ 00

Z. definicji mamy

curl, ér, =0, ér,, =0, divéri=0




Skladowe poloidalne odpowiadajace sferycznym
harmonikom Y/” generuja skladowe toroidalne o« Y, "

Liczac V,x0r, otrzymujemy formul¢ na &, ,,;
z dokladnoscia do O(£2), ktéra wyraza si¢ przez §,,i &,

Czestotliwos¢ modow toroidalnych w przypadku rotacji sztywnej

o, =mQ -2 mQ/|I(1+1)]



Z. formuly wariacyjnej szacujemy poprawki do czestotliwosci
zwigzane z niesferycznymi efektami sily odsrodkowej
oraz efektem skladowych toroidalnych:

dw= dw, + dw,; + O(S%),

Opw = %/ or; - (%51}, + 2 X 5rt> pdV

€ . X - ’ A r
dqw = 5T / (5rp - Falbrp )pdV

I = / 6, |*pdV .



Z. zasady wariacyjnej otrzymujemy wyrazenie trzeciego
rz¢du na rotacyjne rozszczepienie cz¢stotliwosci

5 o3

Q2 X ‘
Vm = Vo T ’”(l — Cné’)_ + (DO + ’”—D]) + ’”_-7T

2w 2wy VG

v, zawiera usrednione horyzontalnie efekt sily
odsrodkowej w modelu rownowagowym

W obliczeniach ewolucyjnych zazwyczaj zaklada si¢
sztywng rotacje oraz zachowanie calkowitego momentu
pedu w czasie ewolucji na ciggu glownym.



Wspolczynniki Dy, D,, T sa odpowiednio poprawkami
drugiego i trzeciego rzedu otrzymane metodq zaburzen.
Uwzgledniaja niesferycznie symetryczne odksztalcenia
spowodowane sila odsrodkowa i efektami drugiego
i trzeciego rze¢du sily Coriolisa.

Czlony kwadratowe burza symetrie multipletow oraz
powoduja przesuniecie w czestotliwosci dla modow
radialnych i nieradialnych modow strefowych, m=0.

Formula nie zawiera efektu sprze¢zenia modow.
Sprzegaja sie mody, ktorych stopien sferycznej harmoniki
rozni si¢ o 2, a rzad azymutalny jest ten sam, £,=(, = 2, m,=m,.

Efekty sprzezenia zaczynaja odgrywac role, kiedy
odleglos¢ miedzy czestotliwosciami pulsacji staje si¢
porownywalna z czestotliwoscia rotacji, |w;-w,|=Q2 .



Rotacyjne sprzezenie modow jest jednym z glownych efektow
umiarkowanej rotacji, Q/w << 1. Wystepuje , gdy

J J

Funkcje wlasne danego modu s3 superpozycja
modow spelniajacych powyzszy warunek

P
S — Z ALCOk

a, - wklad modu &
Wspolczynniki te dotrzymujemy z liniowej teorii perturbacyjnej

Soufi, Goupil, Dziembowski, 1998, A& A 334, 911
Daszynska-Daszkiewicz J., Dziembowski W. A., Pamyatnykh A.A., Goupil M-J., 2002, A&A 392, 151



Wartosci wspolczynnikow a, zalezg od:
predkosci rotacji
roznicy czestotliwosci

wlasciwosci modow (inercji)

Mody akustyczne sprzegajq sie silniej niz grawitacyjne,
poniewaz maja mniejsze wartosci inercji (sa ,,l1zejsze”).



Bliskie czestotliwosci w modelach 8 Cep o masie 12 Mg
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Wklad kolejnych efektow rotacji do czestotliwosci modow p, (=0 i (=2,
dla modelu o parametrach: M=1.8 Mg, T ~=7515 K, V,,=92 km/s.
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Wklad kolejnych efektow rotacji do czestotliwosci modow (=1,
dla modelu o parametrach: M=1.8 My, T 7515 K, V,,=92 km/s.

modes (= 1
0 90 O ( > ; 7 P 1 & 3 COUPLING

NON—SPH. DISTOR.
LINEAR SPLITTING
SPHER.—SYMM.
Viet = 0

Frequency, [¢/d]



Mody sprzezone oznaczamy przez ’ i numerujemy
stosujac zasade ,,avoided crossing”.

Zazwyczaj U’ oznacza mod o najwiekszej
amplitudzie powierzchniowe;j.



Mody ¢ w gwiazdach rotujacych

Dla gwiazd SPB cze¢sto mamy w ~ Q. Wowczas
nie mozemy stosowac formalizmu perturbacyjnego.



Zaniedbujemy horyzontalng skladowg sily Coriolisa
zwigzang z ruchem radialnym oraz skladowa radialng
sily Coriolisa zwigzang z ruchem horyzontalnym

Dobre dla modow o niskich czestotliwosciach,
w przypadku ktorych ruch horyzontalny
dominuje pulsacje.



B 0~Q<<Nr

= (Q / gzcrit)2 <<1

® przyblizenie Cowlinga



Wowczas mozliwa jest separacja zaleznosci
katowych i radialnych w funkcjach wlasnych

s=2Q/0  LE+1)—=Ns) Y,"(0,9) > ©,(cosO)e?

0, (cos0) — funkcje Hougha

Mody z A>0 propaguja sie w obszarze promienistym (/N>0).
Radialna liczba falowa




Definicja stopnia modu, /

§s=2Q/m—=0 to A— L& +1)

retrograde |m|=1 modes prograde |m|=1 modes

I v ' I i ' I




Mody r, zwane tez ”mixed gravito-Rossbymodes”
pojawiaja si¢, gdy przy duzych predkosciach rotacji.
Sa to mody przeciwbiezne (m=-1)



Rownanie plywowe Laplace’s

D = —mO + su O

—mspu® + (s*p® —1)0

= A1 = i*) = m?]® + ms ,u(;),
[

P?H










Parameter niestabilnosci n zalezyod wi Aw? (ksztalt f.
wlasnych)

Aby mod byl niestabilny:
"2n/m =Ty, W Warstwie napedzajace]
* Mw? — definiuje zalezno$¢ radialng funkcji wlasnych

Cisnieniowa f. wlasna musi mie¢ duza amplitude w warstwie
napedzajacej.
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4, m=+4

mod g, ¢

Z rotacja

bez rotac

R. Townsend



—4

mod r, m

R. Townsend



Z =exp [i (mg - wx)]

00 im®
df  sinf

20, _()ﬁ _1)72,,(%?
08 siné







Jesli uwzglednimy efekty rotacji to fotometryczne diagramy
diagnostyczne staja si¢ zalezne od kata inklinacji, i,
azymutalnego rzedu, m, oraz predkosci rotacji, V. .






Efekt sprzezenia modow (=0, p, i £=2, g, ,m=0,
Ac;,=0.003, dla modelu log 7 =4.374, V,,= 100 km/s.

a,=085 a,=053 .‘-\! . a,=058 a,=-082

Odleglos¢ pomiedzy kolejnymi kropkami wynosi 0.02 w cosi.
Czerwona strzalka oznacza obserwacje od bieguna gwiazdy, i=0°.



Efekt sprzezenia modow (=0, p,i (=2, g, , m=0,
Ac,=0.074 dla modelu log 7,;=4.406, V.,~= 100 km/s.

a,= 100 a,=-0.07

a,= 014 a,= 099




Efekt sprzezenia trzech modow € =0, p,, £ =2, g,, £ =4, g, ,m=0




Poprzez sprzezenie rotacyjne mody o wysokich stopniach,
£ =4 (5), moga uzyskaé znaczaca skladowa £ =0 (1).

Oznacza to, ze moga by¢ wykrywalne
za pomoc3a fotometrii naziemnej.




4 mozemy ,widzie¢” mody o wyzszych (

4 pojawia sie zaleznos¢ od aspektu oraz od m

Identyfikacja modow musi by¢ wykonana jednoczesnie
Z wyznaczeniem parametrow gwiazdowych, rotacjii kata inklinacji



i) =e XY (0.0) [0} /£

J=1

0. — \m|+2(j—1) - mody parzyste
R LRGN IR W - mody nieparzyste




Ade/AV vs. A U/AV
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Ayyaa/Ay VS. @yiaq Py

£=1, m=0 ]

@® V = 0kmis
—e—V_=50km/s
V =150 km/s
V=250 kmis

-0.15  -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10

/ =1, m=+1

P

~010 -005 000 005 010 ' Y

e | =1, m=-1
e =1, m=-1 1

e J_:]o

-0.15 -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10
9,- ¢, [rad]




Przyktad:
Mody oscylacji w szybkorotujgcej
gwiezZdzie typu SPB u Eridani



u Eri (HD 30211), BSIV, V=4.00, 1=6.13(0.19) mas

spektroskopowo podwojna SB1
P,1,=7.38090 d, e=0.344 (Jerzykiewiczi in. 2013)

V,,$ini=150-190 km/s (Bernacca & Perinotto 1970, Abt, Levato,
Grosso, 2002, ApJ 573, 359)

V,o:SINi=140 km/s ( Jerzykiewicz i in. 2013)



w Eri - zmienna za¢mieniowa

0.0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 1.2

Orbital phase
Jerzykiewicz M., Handler G., Shobbrook R. R. et al., 2005, MNRAS 360, 619



log T.;~4.195+0.013 logL/L,,,=3.280+0.040




u Eri odkryta jako gwiazda pulsujaca typu SPB
odpodczas kampanii fotometrycznych 2002-2004

« Handler G., Shoggrook R. R., Jerzykiewicz M. et al., 2004, MNRAS
347, 454
« Jerzykiewicz M., Handler G., Shobbrook R. R. et al., 2005, MNRAS
360, 619



6 czestotliwosci oscylacji w fotometrii uvy

v, =0.61574 ¢c/d P, =1.62406d
v,=0.70075 ¢/d P,=1.42703 d
v;=0.81319c¢/d P,=1.22972d
v,=1.20554¢/d P,=0.82951d
ve=0.65882¢/d P-=1.517864d
v, =0.56799 ¢/d P,=1.76059 d

S | S—
0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 1.3

frequency [c/d]




Z=0.025, M= 6.5 logT _=4.1862 logL= 3.324 R=6.512 log g=3.580 V _=164.7
r - r + I - 1 r 1 r 1 v 1T ™ 1T *v 1




{10n61351°}

0. UH"’ﬁ 1{ 11)

0. UU—LE\’?{ 16) |

0.00300(12)
0.00252(11)

vs — 0.81319 ¢/

g — 0.

1
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0. U(]l w\{ 10)

{10079%{16)

0.00255(12)
{lUU747f10)

{l0039’{16)
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56799 c/
0.00271(16)
0.00199(12)
0.00206(11)

d, Ps =

(}0824(J3’ﬁ
6.4370(639)

6.8650(

3GGU3{J61}
3.9222(492)
.40293(4'41

;}33?3(422}

3.3311(501)
3.3758(431)
d, Ps = 1.76059 d

3.5029(607)
3.6735(628)
3.6731(528)




V =~ n/s ) |
Vie= 140 km/s R ~6 Ro =v,,, ~0.5 c¢/d




Model M Yov log Tes
M) J K]

6.0 ' : 4.1948
6.0 > : 4.1957
6.0 ' 4.1952




mody g o stopniach /=1- 6 oraz mody r, m= -1,-2

niestabilne przy v, .~ v°’* - dla kazdej pary (/,m), (r,m)
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Identyfikacja (/,m) dla Modelu 1

frequency [c/d]

Viot [km/s]

cal
Ags

[km /s]

rad

1 = 0.6157

150—280

0.0052—0.0013

H.28—3.44

o = 0.70075

140—160
170—-270
200—205
167—170

0.0015—0.0031
0.0022—0.0010
0.0013—-0.0015
0.0093—-0.0084

0.23—3.59
2.86—2.28
0.23—-0.27
4.46—4.32

3 = 0.81319

147—150

0.0047—0.0049

2.71-2.37

4 = 1.20554

143—152
220—280
197—-204
237—-241

0.0037—0.0033
0.0028—-0.0033

0.0063—0.0060

0.21-0.09
4.74-9.33
1.47—0.92
6.21—-4.78

= (.65882

150—280
170—-210

0.0026—0.0007
0.0071—-0.0047

2.35—1.64
4.06—3.13

= 0.56799

150—-230
150—240
200—260

0.0022—0.0016
0.0018—-0.0011
0.0013—-0.0017

1.31-0.78
1.01-0.28
0.25—0.08




Identyfikacja (/,m) dla Modelu 1 i V,,;=145-155 kml/s

frequency [c/d]

= 0.61574
o = 0.70075
3 = 0.81319
4 = 1.20554
5 = 0.65882

= 0.56799

(¢, m)

(1,0)

Agal - [km/s]

rad

0.5-2.9
0.0047—-0.0049 2.4-2.7
0.0033—0.0037 0.1-0.2
0.0026 2.4

0.0022 1.3
0.0018 1.0



Identyfikacja (/,m) dla Modelu 3 i V,,,=150 km/s

frequency [c/d]

v1 = 0.61574

vo = 0.70075

vy = 0.81319

vy = 1.20554

vs = 0.65882

ve = 0.56799

(4,m)

(1,0)

(1,+1)
(2,0)

(3, —3)

(4ﬂ _4)
(2, +1)

(3,0)
6, —1
4,1
2, -1
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N .

0.0054
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0.0035
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4“4 ‘ Ve

‘rad

[km /s]
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identyfikacja modow g jest mozliwa
ograniczenia na inklinacje, predkos¢ rotacji (V,,sin i znane)
warunki niestabilnosci i widocznosci

warunek na amplitudy swoiste, €

obserwacje spectroskopowe !





















nieadiabatyczna teoria pulsacji
li atmosfer:
hodne monochromatycznego strumienia po T,

czynniki pociemnienia brzegowego: hy(n,T,
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